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Розглянуто задачу визначення межі перехо-
ду руху з колових на квазіпараболічні траєкто-
рії частинок зернистого заповнення циліндричної 
камери, що обертається навколо горизонталь-
ної осі. Поведінку заповнення описано за допо-
могою осереднених величин. Застосовано плас-
тичну реологічну модель зернистого середовища. 
На основі розрахунку напружено-деформованого 
стану визначено положення поверхні переходу, як 
лінії ковзання картини руху. Виявлено залежності 
межі від швидкісного, геометричних і реологічних 
параметрів системи
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Рассмотрена задача определения границы пере-
хода движения с круговых на квазипараболические 
траектории частиц зернистого заполнения цилин-
дрической камеры, вращающейся вокруг горизон-
тальной оси. Поведение заполнения описано с по- 
мощью осредненных величин. Применена пласти-
ческая реологическая модель зернистой среды. 
На основе расчета напряженно-деформированно-
го состояния определено положение поверхности 
перехода, как линии скольжения картины движе-
ния. Выявлены зависимости границы от скорост-
ного, геометрических и реологических параметров 
системы
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1. вступ
Основним обладнання багатотоннажної переробки 
зернистих матеріалів в хімічній, гірничорудній, металур-
гійній, промисловості будівельних матеріалів, енергетиці 
та багатьох інших галузях виробництва залишаються тра-
диційні машини барабанного типу [1]. Основними різно-
видами такого широкого класу машин є обертові печі [2] 
та охолодники [3], сушильні барабани [4], кульові [5] та 
трубні [6] млини. 
Загальна кількість різноманітних матеріалів, яка що-
річно піддається обробці в світі у таких машинах, ста-
новить декілька десятків мільярдів тон. Широке засто-
сування машин такого класу зумовлено можливістю їх 
великої одиничної продуктивності, надійністю роботи, 
простотою експлуатації, універсальністю та високою еко-
номічністю.
Разом з тим, парадоксальною особливістю цього тех-
нологічного обладнання є поєднання граничної простоти 
конструкції та вкрай складної для описування поведінки 
оброблюваного середовища. Значні труднощі у прогно-
зуванні реалізації процесів барабанних машин суттєво 
звужують можливу технологічну сферу їх застосування.
Зважаючи на зумовленість здійснення робочих про-
цесів машин барабанного типу характером режиму руху 
оброблюваного зернистого матеріалу в камері, задача 
встановлення закономірностей зміни параметрів цього 
режиму видається доволі актуальною.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Режими руху зернистого заповнення обертових камер 
суттєво впливають на реалізацію технологічних процесів 
та енергоємність приводу машин барабанного типу [7]. 
Моделювання таких режимів становить інтерес при до-
слідженні різноманітних роторних систем [8].
Практична актуальність проблеми прогнозування ро-
бочих процесів таких машин постійно приваблює під-
вищену дослідницьку увагу до описування поведінки 
оброблюваних зернистих середовищ. Підвищена склад-
ність такої проблема змушує удосконалювати традиційні 
та застосовувати все нові теоретичні і експериментальні 
методи.
Було здійснено багато спроб чисельного розв’язання 
задачі визначення руху зернистого заповнення обертової 
Производственно-технологические системы: на заметку конструктору
циліндричної камери. Моделювання режимів руху запов-
нення у широкому діапазоні варіацій ступеня заповнення 
та швидкості обертання камери, із застосуванням методу 
дискретних елементів, було виконано у [9]. Параметри 
щільної двовимірної усталеної зернистої течії в камері 
описувались [10] на основі Ейлерова моделювання із 
апроксимацією Буссінеска. У [11] наведено результати 
чисельного моделювання тривимірної неусталеної течії ак-
тивного шару зернистих частинок у режимі перекочуван-
ня, що базувалось на теорії двофазного течії Ейлера та кі-
нетичній теорії зернистої течії. Проміжна, між каскадним 
та катарактним режимами, зерниста течія при значеннях 
ступеня заповнення камери 0,5 і числа Фруда біля 0,56, із 
залученням методу дискретних елементів, досліджувалась 
в [12]. Результати тестування та перевірки вихідних даних, 
із прикладним залученням методу дискретних елементів, 
для моделювання руху зернистого заповнення обертової 
камери наведено в [13]. Два режими руху зернистого запо-
внення із плоскою та криволінійною вільною поверхнею 
розглядались в [14] на основі теорії глибинного інтегру-
вання, що застосовано для нещільних потоків. В [15], за 
допомогою методу дискретних елементів, було отримано 
характеристики розподілу активної та пасивної зон триви-
мірного руху зернистого заповнення камери.
Проте початкові умови розглядуваної задачі є апріо-
рі невизначеними, а граничні умови мають нефізичну 
природу. Це спричинює суттєве обмеження точності чи-
сельних розрахунків, результати яких не задовольняють 
практичні потреби.
Рух зернистого завантаження в обертової камери до-
сліджувався, також, різноманітними експериментальни-
ми методами. Динамічні характеристики та поля швид-
костей зернистого заповнення визначались на основі 
методу візуалізації картин течії у перерізі камери в [16]. 
Обмеженість можливостей візуального аналізу пове-
дінки заповнення зумовили широке застосування позитро-
нно-емісійних методів томографічного аналізу. У [17] до-
сліджувалась динаміка несферичних частинок в обертовій 
камері із застосуванням методу радіоактивних частинок. 
Використання такої методики для встановлення траєкто-
рій частинок у режимі перекочування наведено в [18].
Застосування позитронно-емісійного відстеження час-
тинок для оцінки впливу варіації швидкості обертання ка-
мери на режим течії сферичних частинок описано в [19]. 
Тестування нового високоточного методу позитронно- 
емісійного відстеження частинок при визначення просто-
рових та часових кінематичних характеристик зернистого 
потоку розглянуто в [20]. Поведінка активних та пасив-
них шарів циліндричних і сферичних частинок в обер-
товій камері, за допомогою методу множинного радіо-
активного відстеження частинок, досліджувалась в [21]. 
В [22] наведено характеристики течії зернистого заванта-
ження барабанних млинів поблизу вільної поверхні при 
великих числах Фруда для каскадного і катарактного 
режимів руху, що були виміряні за допомогою методу 
позитронно-емісійного відстеження частинок.
Порівняння результатів визначення параметрів руху 
зернистого заповнення обертової камери, які було отри-
мано чисельно методом дискретних елементів та експе-
риментально методом відслідковування поведінки радіо-
активних частинок, наведено в [23].
В останній час спостерігається значний прогрес у за-
стосуванні томографічних методів досліджень повідки 
заповнення замкнених камер. Разом з тим, значна склад-
ність у їх реалізації та обмежена роздільна здатність 
вимірювань знижують надійність та точність отриманих 
результатів. 
У цьому зв’язку, в [24] оцінено складність та значен-
ня адекватного встановлення реологічних властивостей 
зернистих середовищ для випадку розв’язання задачі 
визначення руху заповнення обертової камери аналітич-
ним методом. Зазначено, що реологічні характеристики 
таких середовищ суттєво змінюються в залежності від 
виду течії.
Характер режимів руху зернистого заповнення обер-
тової камери в значній мірі зумовлюється положенням 
та формою поверхні переходу зони твердотільного руху 
в зону падіння та осипання. Така поверхня утворюється 
у верхній частині камери і визначає динамічні параметри 
активної рухливої частини заповнення. Для розв’язання 
задачі визначення такого характерного елемента течії ма-
сиву заповнення було застосовано переважно аналітичні 
методи дослідження. 
Разом з тим, традиційна гіпотеза реалізації робочих 
процесів переробки зернистих матеріалів в барабанних 
машинах [25] базується на концепції ізольованого від 
оточуючого середовища окремого елемента заповнення 
камери. Такий елемент рухається під дією лише сили 
тяжіння G, відцентрової інерції C та реакції обмежуючої 

























Згідно із цією гіпотезою, взаємодія елементів між 
собою не враховується. Вважається, що елементи за-
повнення захоплюються поверхнею обертової камери 
до моменту, коли сили тяжіння будуть перевищувати 
відцентрові сили, після чого ці елементи починають ру-
хатись за параболам. Траєкторії руху елементів не пере-
тинаються. Передбачається, що режим руху заповнення 
є двохфазним «водоспадним», із твердотільною зоною 
та зоною підкидання та падіння у поперечному перерізі 
камери. Геометричне місце точок переходу елементів 
заповнення з колових на параболічні траєкторії (рис. 2) 






де g – гравітаційне прискорення, ω – кутова швидкість 
обертання камери.
Однак реальним режимом руху заповнення є трифаз-
ний, коли квазітвердотільна та зона невільного падіння 
в перерізі обертової камери доповнюється зоною  зсувного 
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Між тим, задачу визначення поверхні руйнування 
твердотільної зони, виходячи із рівноваги окремого еле-
мента зернистого заповнення обертової камери, було 
розглянуто в [26]. Напружено-деформований стан се-
редовища не розглядався. У спрощеній постановці було 
отримано рівняння поверхні переходу в залежності від 
обмеженого числа параметрів. 
В [27–31] у статичній постановці аналітично до-
сліджувались поверхні ковзання при розгляді несучої 
здатності укосів зернистих матеріалів переважно у при-
кладанні до ґрунтів.
У [27] розглядалась задача аналітичного розрахунку 
стійкості нерухомого укосу ґрунту по поверхням ковзан-
ня спрощеної круглоциліндричної форми. Метод гіпоте-
тичних колових поверхонь ковзання із урахуванням нео-
днорідності ґрунту застосовувався в [28]. У [29] на основі 
теорії Мора досліджувалось положення ліній ковзання 
в ідеальному пластичному середовищі. Стійкість укосів 
зернистого матеріалу при досягненні граничного стану 
у статичній постановці вивчалась в [30]. У [31] досліджу-
вався граничний напружено-деформований стан спокою 
укосів зернистого середовища.
У роботі [32] на основі моделі дограничного пружно-
пластичного деформування визначено напружено-дефор-
мований стан зернистого середовища лише при повільно-
му обертанні камери.
В [33] аналітично у пластичній постановці було здійс-
нено спробу визначення напряжено-деформованого стану 
заповнення у вигляді спрощених картини руху та поля 
швидкостей зсувного шару при малій швидкості обертання. 
Проте непереборні обчислювальні труднощі та низька 
надійність апаратурного контролю обмежують ефектив-
ність відомих способів визначення поверхні переходу 
режимів руху заповнення. Тому отримані результати чи-
сельних розрахунків та експериментів лише за якісними 
характеристиками та зовнішніми ознаками наближають-
ся до реальних режимів руху досліджуваного середовища. 
За кількісними показниками вони суттєво розбігаються.
З огляду на зазначене, аналітичне моделювання шу-
каної межі для випадку немалої швидкості обертання 
камери видається доволі важливою прикладною задачею. 
Особливий інтерес становить урахування варіацій геомет-
ричних та реологічних характеристик у широких діапазо-
нах варіацій параметрів системи.
3. мета та задачі дослідження
Метою роботи є створення математичної моделі пове-
дінки зернистого заповнення при переході с колових, при 
підйомі, на квазіпараболічні, при опусканні, траєкторії 
усталеного руху в поперечному перерізі циліндричної ка-
мери, що стаціонарно обертається навколо горизонталь-
ної осі. Це надасть змогу визначати динамічні параметри 
руху зсувного шару заповнення та прогнозувати ефек-
тивність реалізації технологічних процесів переробки 
зернистого матеріалу в обертовій камері.
Для досягнення цієї мети були поставлені такі завдання:
– виконати аналітичне моделювання поля напружен-
ня у масі зернистого заповнення в поперечному перерізі 
камери;
– встановити умови порушення рівноваги заповнення 
камери; 
– визначити форму та положення поверхні руйнуван-
ня квазітвердотільної зони руху заповнення;
– встановити вплив параметрів системи на межу пе-
реходу зон руху.
4. методика дослідження напружено-деформованого 
стану заповнення камери
4. 1. загальний концептуальний підхід до методоло-
гії дослідження
Зернисте заповнення обертової камери розглядалось 
як багатофазна полідисперсна система із неоднорідною 
дисперсною фазою. Вважалось, що розмір неодноріднос-
тей є значно меншим за відстані, на яких макроскопічні 
або осереднені параметри багатофазного середовища за-
повнення суттєво змінюються. Виконання прийнятого 
припущення дозволило описувати зміну осереднених 
параметрів багатофазної системи у межах уявлень та на 
основі звичайних рівнянь і методів механіки суцільного 
середовища. Зернисте заповнення обертової камери роз-
глядалось як суцільне середовище із параметрами, які 
є осередненими за об’ємом та неперервно розподіленими 
у просторі, що займає багатофазне середовище. Матема-
тичне описування руху заповнення здійснювалось за до-
помогою осереднених величин. Було використано метод 
розрахунку напружено-деформованого стану заповнення. 
Течія заповнення вважалась повільною із переважанням 
сил пластичного походження над в’язкими інерційними 
силами. Було прийнято пластичну реологічну модель 
зернистого середовища заповнення.
4. 2. застосовані методи моделювання поведінки 
зернистого середовища заповнення
Подальший чисельний розв’язок задачі визначення 
межі руйнування твердотільного масиву, при усталено-
му русі осередненого за об’ємом зернистого заповнення 
обертової камери, шукається у пластичній постановці. 
Експериментальні дані засвідчили доволі велике зна-
чення кута природного укосу в русі на вільній поверхні 
при помірній швидкості обертання камери. Це дозво-
лило прийняти псевдопластичну реологічну модель се-
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редовища. Така модель є окремим випадком прояву 
в’язкопластичних властивостей реологічно складного 
заповнення.
Опір зсуванню у точці заповнення складається з опо-
ру від внутрішнього тертя та зчеплення і виражається за-
лежністю, що має місце при порушенні рівноваги [30, 34]
t s jn ntg k= + ,
де sn та tn – нормальна та дотична компоненти тиску, 
n – нормаль до поверхні ковзання, j – кут внутрішнього 
тертя, k – коефіцієнт зчеплення.
Двовимірний напружений стан у точці P зернистого 












У цій точці діє дійсне напруження р та приведене на-
пруження p¢. Дійсне напруження р утворює з нормаллю n 
кут d і має нормальну sn та дотичну tn компоненти. При-
ведене напруження p¢ утворює з нормаллю n кут d¢ і має 
нормальну sn+H та дотичну tn компоненти, де H = k⋅tgj – 
коефіцієнт тимчасового опору всебічному рівномірному 
розтягненню.
Зісковзування внаслідок зсування середовища по роз-
глядуваній елементарній площадці не буде мати місця 
при збереженні умов граничної рівноваги заповнення
t s jn n H tg≤ +( ) ,
причому sn≥–H.
Наочне представлення напруженого стану в точці 
зернистого заповнення визначається діаграмою напру-
жень (рис. 4), де s = (smax+smin)/2; t = (smax–smin)/2; smax 
та smin – головні нормальні напруження; l, μ та n – кути 
























де kз = ±1, m – будь-яке ціле число, sinΔ = sind¢/sinj (|Δ|≤π/2). 
Два знаки kз = –1 та kз = +1, що входять до цих рівнянь, 
























Використовується прямокутна система координат із 
виділеним елементом з координатами x, y та розміра-






























У зоні граничної рівноваги через кожну точку про-
ходять дві лінії ковзання, що складають систему двох 
сімей (рис. 6), де Ω – кут між напрямом smax та віссю x, 
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Отже, в зоні граничної рівноваги через кожну точку 
в площині xy (рис. 6) сліди поверхонь ковзання утво-
рюють дві лінії ковзання. Всю зону граничної рівноваги 
покрито двома сімействами ліній ковзання. Проте лише 
одна з ліній ковзання є активною або лінією розриву. 
Положення активного сімейства визначається напрямом, 
у якому відбувається порушення граничної рівноваги. 
Цей напрям суттєво залежить від виду та початкових 
умов навантаження середовища.
5. результати моделювання поверхні руйнування 
твердотільної зони заповнення камери
У подальшому розглядається гранична рівновага ма-
сиву незв’язного зернистого заповнення циліндричної 
камери радіуса R, що обертається навколо горизонталь-
ної осі зі сталою кутовою швидкістю ω. Плоску вільну 
поверхню масиву перед початком зсування обмежено віс-
сю x та нахилено до горизонталі на кут α (рис. 7). На по-
верхні масиву рівномірно розподілено зі сталим кутом d 
до нормалі приведений тиск p, зумовлений дією при-
кладених відцентрових сил інерції. Додатне значення d, 
базуючись від нормалі до поверхні масиву, задається у на-
прямку руху проти годинникової стрілки (рис. 8). Вираз 






де αп – кут підйому заповнення в обертовій камері; b – 
половина центрального кута сегментного перерізу запов-
нення у спокої, що визначається з рівняння 
2 2 2b b πk− =sin ,
де k – ступінь заповнення камери зернистими матеріалом.
Вираз для кута α має вигляд
α α b
π




































Значення приведеного тиску p приймається для 
центральної частини масиву – точки S (рис. 8), що на-
ближається до точки D на поверхні камери. Величина 
такого тиску враховує дію відцентрових, варіаційних 
та коріолісових сил інерції. Додаткова дія варіаційних 
сил зумовлена відокремленням елементів від масиву із 
подальшим невільним падінням. Додаткова дія коріо-
лісових сил зумовлена відносним рухом зсувного шару 
заповнення.
Співвідношення тиску p та питомої насипної ваги за-











Виходячи із розв’язку косокутного трикутника AGC 
(рис. 8) із кутами ∠ = −GAC π b2 ,  ∠ = + −CGA π b α2 2п  































































Нормальна та дотична компоненти тиску уздовж осі x 
можуть бути виражені у вигляді
s dy H p+ = cos ,  (4)
t dxy p= sin .
У загальному випадку поле напружень в масиву ви-



































( ) ( ) sin ,s s t s s j jx y xy x y k ctg− + = + + ⋅2 2 2 24 2
де Fx та Fy – проекції масових сил. Перше та друге рівнян-
ня системи є диференціальними рівняннями рівноваги, 
третє рівняння – умовою граничної рівноваги.
Производственно-технологические системы: на заметку конструктору
Із умови нахилу осі x до горизонталі на кут α: 
Fx = gsinα, Fy = gcosα.
Тоді поле напружень, що виникає у розглядуваному 
















Після інтегрування рівнянь (5) із урахуванням (4) 
можна отримати
s d γ αy H p y+ = +cos cos ,  (6)
t d γ αxy p y= +sin sin .
На основі (6) приведене напруження, яке діє на по-














p p yy y y= −( ) + −( )cos cos ,d d γ α d
де py та dy – напруження та кут його нахилу до нормалі до 
похилої прямої із ординатою y.





















k π k d
πз з y y m ,
де 
sinΔy = sindy/sinj (ïΔyï≤π/2).





















Ω +( )α .










Якщо α≤j, то гранична рівновага є можливою у всій 
напівплощині 0≤y≤∞, оскільки нерівність ½dy½≤j вико-
нується автоматично. Якщо ж α >j, то гранична рівновага 
є можливою лише у деякій смузі 0≤y≤y*, у якій викону-
ється нерівність ½dy½≤j.











а ширина смуги y0≤y≤y*, у якій 0≤dy≤j, дорівнює
b y y
p
= −( ) = −( )






Для визначення ліній ковзання розглядуваного поля 




tg= ( )Ω ε .  (7)
Виразити y через Ω у (7) можна за допомогою спів-
відношення



















































Остаточно координати шуканої лінії ковзання АВ 
(рис. 7) можуть бути представлені у параметричній формі
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Параметрична форма отриманих рівнянь дозволяє 
визначати та аналізувати координати лінії ковзання в за-
лежності від варіації параметрів розглядуваної системи.
6. обговорення результатів дослідження впливу 
параметрів заповненої обертової камери на поверхню 
руйнування твердотільної зони заповнення
Математичний опис положення межі переходу руху 
зернистого заповнення обертової камери, з колових на 
квазіпараболічні траєкторії, було виконано за класич-
ною схемою із застосуванням осереднених за об’ємом 
величин. Було прийнято припущення щодо повільності 
течії незв’язного зернистого середовища із переважанням 
сил пластичного походження над в’язкими інерційними 
силами. Це дозволило отримати рівняння, що наближе-
но встановлюють залежності координат шуканої межі 
у параметричній формі від низки параметрів розглядува-
ної системи:
– геометричних: радіуса камери R та ступеня її за-
повнення k;
– кінематичного: кутової швидкості обертання камери ω;
– інерційного: питомої насипної ваги заповнення γ ;
– реологічних: кута внутрішнього тертя заповнення j 
та кута його підйому в обертовій камері αп.
Перевагою запропонованого підходу, порівняно із тра-
диційною гіпотезою (1), є можливість визначення такої 
межі від параметрів R, k, ω, γ, j та αп. Згідно (9) та (10) 
форма такої поверхні є криволінійною нециліндричною. 
Натомість, згідно (1) ця межа має циліндричну форму із 
діаметром, який залежить лише від ω .
Аналіз (9) та (10) засвідчує, що зі збільшенням зна-
чень параметрів ω, γ , j і αп та зменшенням значень R 
і k, положення межі переходу віддаляється від вільної 
поверхні заповнення і наближається до поверхні камери.
До недоліків розробленого алгоритму чисельного роз-
рахунку межі можна віднести необхідність попереднього 
експериментального визначення кута підйому заповнен-
ня в обертовій камері αп. Для цього можна застосувати, 
наприклад, метод візуального аналізу картин руху в по-
перечному перерізі камери.
У подальшому доцільно, із урахуванням встановле-
них характеристик межі руйнування квазітвердотільної 
зони заповнення обертової камери, з’ясувати, на осно-
ві аналізу напружено-деформованого стану, параметри 
зсувної течії заповнення поблизу вільної поверхні.
7. висновки
1. Формалізовано поле напружень у масі заповнення 
в поперечному перерізі обертової камери за допомого 
системи диференціальних рівнянь плоскої граничної рів-
новаги зернистого середовища. Отримано рівняння, що 
наближено встановлюють положення межі переходу час-
тинок заповнення з колових на квазіпараболічні траєкто-
рії, в залежності від швидкості обертання, геометричних 
та реологічних параметрів системи.
2. Одержано умову граничної рівноваги заповнення. 
Показано, що порушення рівноваги супроводжується 
ковзанням шарів. Виявлено закономірності переходу квазі-
твердотільної зони руху заповнення у зону невільного 
падіння та зсувної течії. З’ясовано, що такий перехід су-
проводжується руйнуванням твердотільної зони на межі, 
що є лінією ковзання картини руху пластичного середо-
вища в перерізі камери.
3. Визначено положення та форму ліній ковзання поля 
напружень заповнення. Встановлено, що межа руйнуван-
ня твердотільної зони заповнення є криволінійною не-
циліндричною поверхнею. Виявлено, що положення край-
ньої верхньої точки лінії переходу співпадає із поверхнею 
камери та визначається кутом підйому заповнення.
4. З’ясовано, що форма та положення межі переходу за-
лежать від величини радіуса R, ступеня заповнення k і куто-
вої швидкості обертання камери ω, питомої насипної ваги γ 
і кута внутрішнього тертя j заповнення та кута його підйо-
му в обертовій камері αп. Встановлено, що зі збільшенням 
значень параметрів ω, γ, j і αп та зменшенням R і k, положен-
ня межі переходу наближається до поверхні камери.
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